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Lernziele

Am Ende dieser Lektion werden Sie in der Lage sein:

Ein Streudiagramm zu erstellen und Zusammenhangsrichtung/-stérke abzulesen

Die Kovarianz Cov(X, Y) zu berechnen und ihre Grenzen zu benennen

Den Pearson-Korrelationskoeffizienten r zu berechnen und zu interpretieren

Den Spearman-Rangkorrelationskoeffizienten rs anzuwenden und von Pearson abzugrenzen
Eine einfache lineare Regression (OLS) durchzufiihren und a, b, R2 zu interpretieren

Residuenplots und Q-Q-Plots fiir die Regressionsdiagnostik zu nutzen
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Die Aussage “Korrelation # Kausalitat” zu erkldren und zu begriinden

Diese Ziele leiten, was Sie aus dieser Lektion beherrschen sollten.



Streudiagramm (Scatter Plot)

Idee: Wir tragen fiir jedes Beobachtungspaar (x;, y;) einen Punkt in ein Koordinatensystem ein.
Was kann man ablesen?

® Richtung: positiv (steigend), negativ (fallend), kein Trend

® Stidrke: eng beieinander = starker Zusammenhang

® Form: linear oder nicht-linear (Kurve, Cluster)

® AusreiBer: Punkte, die stark abweichen

Finanzbeispiel: DAX-Tagesrendite vs. S&P 500-Tagesrendite — erwartet man einen positiven Zusammenhang?

Das Streudiagramm ist immer der erste Schritt vor jeder Korrelations- oder Regressionsanalyse.



Beispiel: DAX vs. S&P 500 Tagesrenditen

Streudiagramm: DAX vs. S&P 500

S&P 500 Tagesrendite (%)
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DAX Tagesrendite (%)
Beobachtungen:
® Die Punkte bilden eine Ellipse mit positiver Steigung
® Je starker die Korrelation, desto schmaler die Ellipse
® Einzelne AusreiBer (z. B. extreme Handelstage) sind sichtbar

Globale Aktienmirkte bewegen sich oft in die gleiche Richtung — positive Korrelation.



Kovarianz Cov(X, Y)

Definition: Die Kovarianz misst die gemeinsame Variabilitdt zweier Zufallsvariablen:

| Cov(X, ¥) = E[(X — ma)(Y — )] = EIXY] - EIX] - E[Y]

Interpretation des Vorzeichens:
® Cov(X,Y) > 0: X und Y tendieren in die gleiche Richtung
® Cov(X,Y) < 0: X und Y tendieren in entgegengesetzte Richtungen

® Cov(X,Y) = 0: kein linearer Zusammenhang

Problem: Die Kovarianz hangt von den MaBeinheiten ab!

Beispiel: Cov(DAX, S&P 500) = 0,0003 — ist das viel oder wenig?
= Wir brauchen eine normierte GroBe: den Korrelationskoeffizienten.

Die Kovarianz zeigt die Richtung, aber nicht die Stirke des Zusammenhangs.



Pearson-Korrelationskoeffizient r

Definition (Bravais-Pearson):

r=rxy = COV(X’ Y) — Z;’:l(xl' _)_()(yi _}7)
ox oy VXL — %) VL -9

Eigenschaften:
@ —1 < r < +1 (dimensionslos, normiert)
@ r = +1: perfekter positiver linearer Zusammenhang
© r = —1: perfekter negativer linearer Zusammenhang

@ r = 0: kein linearer Zusammenhang

Achtung: r misst nur den linearen Zusammenhang! Ein starker nicht-linearer Zusammenhang kann r ~ 0 ergeben.

r ist die “normierte Kovarianz” — bhangig von den M iten




Korrelation: Verschiedene Werte von r

Korrelation: Verschiedene Werte von r

r = +0.9 (stark positiv)

r = +0.3 (schwach positiv)
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Finanzbeispiel: Gold vs. USD/CHF

Historische Beobachtung: Gold und der US-Dollar (gemessen in CHF) zeigen oft eine negative Korrelation.
Warum?

® Gold wird in USD gehandelt — steigt der USD, wird Gold fiir andere W3hrungen teurer

® In Krisenzeiten: Flucht in Gold und CHF (beides “sichere Hifen™)

® r~ —0,4 bis —0,6 (variiert je nach Zeitraum)

Portfolio-Konsequenz:
Negative Korrelation ermdglicht Diversifikation:

Var(X 4+ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y)

Bei Cov(X, Y) < 0 wird das Portfolio-Risiko reduziert!

Diversifikation funktioniert, weil verschiedene Anlagen nicht perfekt korreliert sind.



Spearman-Rangkorrelation rg

Idee: Statt der Originalwerte verwende die Ringe (Rangnummern).

Vorgehen:

O Ersetze x; durch Rang rg(x;) und y; durch Rang rg(y;)

@ Berechne Pearson-Korrelation der Rénge

Alternative Formel (bei keinen Bindungen):

rs =

637 df
n(n?2 -1)’

d; = rg(x;) — rg(yi)

Wann Spearman statt Pearson?

® Daten auf Ordinalniveau (Schitznoten, Rankings)

® Nicht-linearer, aber monotoner Zusammenhang (z. B. exponentiell)

® AusreiBer vorhanden (Ringe sind robuster)

Spearman misst monotonen Zusammenhang — Pearson nur linearen.




Pearson vs. Spearman: Wann unterscheiden sie sich?

Pearson vs. Spearman: Nicht-linearer monotoner Zusammenhang

y =e%3 (wahrer Zusammenhang)
—=- Lineare Regression
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Beobachtung: Bei einem nicht-linearen monotonen Zusammenhang (hier: exponentiell) gilt:

® Pearson r ist deutlich kleiner als 1 (misst nur Linearitit)

® Spearman rs & 1 (erkennt die monotone Beziehung)

Wenn die Beziehung monoton, aber nicht linear ist, ist Spearman die bessere Wahl.




Einfache lineare Regression

Modell: Wir suchen die “beste” Gerade durch die Punktwolke:

Y=a+bX+e

® a3 = Achsenabschnitt (Intercept): Wert von Y, wenn X =0

® b = Steigung (Slope): Anderung von Y pro Einheit X

® ¢ = Fehlerterm (Residuum): nicht erklarte Abweichung

Methode der kleinsten Quadrate (OLS):
Minimiere die Summe der quadrierten Abweichungen:

Losung:

n

min > (y; —a — bx;)?
b i

b=

> (i =X)(vi —¥) _ Cov(X,Y)

2t (6 = %) Var(X)

OLS = “Ordinary Least Squares” — die Standardmethode zur Schitzung linearer Modelle.



Regressionsgerade und Residuen

Lineare Regression (OLS) mit Residuen
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Interpretation:
® Die rote Linie ist die geschatzte Regressionsgerade y = a + bx
® Die zeigen die Residuen e¢; = y; — yi
® OLS minimiert die Summe der quadrierten Residuen

Die Regressionsgerade geht immer durch den Punkt (%, y).



Bestimmtheitsmass R2

Frage: Wie gut erklart die Regression die Daten?

Shi=92=30i -9 +> (vi—9)

Zerlegung der Gesamtvariation:

SST (Total) SSR (Regression) SSE (Residuen)
Definition:
2 _ SSR —1_ SSE
SST SST
Interpretation:

® R2 ¢ [0,1]: Anteil der erklirten Varianz
® R?2 =0,85: 85% der Variation in Y wird durch X erklart

® Bei einfacher Regression: R? = r?> (Quadrat des Korrelationskoeffizienten!)

R? beantwortet: “Wie viel Prozent der Streuung erklart das Modell?”



Finanzbeispiel: CAPM-g

Capital Asset Pricing Model (CAPM):
Raxtie — R = o+ B8 (Rvarke — Rr) +€

Interpretation:
® 3 = Steigung der Regression: Sensitivitdt der Aktie zum Markt
® 3 > 1: Aktie schwankt stérker als der Markt (aggressiv)
® (3 < 1: Aktie schwankt weniger als der Markt (defensiv)
® 3 = 1: Aktie bewegt sich wie der Markt
¢ a: Uberrendite (“Jensen’s Alpha”)
Beispiel:

BNovartis = 0,7 (defensiv), Bugs ~ 1,3 (aggressiv)
R? 2 0,35: Der Markt erklirt 35% der Renditevarianz.

Das CAPM-g3 ist die bekannteste Anwendung der linearen Regression in der Finanzwelt.



Die vier Annahmen der linearen Regression

Damit OLS zuverldssige Ergebnisse liefert, miissen gelten:

O Linearitdt: E[Y|X] = a+ bX (der wahre Zusammenhang ist linear)

@ Homoskedastizitit: Var(e;) = o2 (konstante Fehlervarianz)

© Normalverteilung: ¢; ~ N(0,0?) (fiir Konfidenzintervalle/Tests)

Q Unabhingigkeit: ; sind untereinander unabhingig (keine Autokorrelation)

Wie priift man das?
® Annahmen 1 & 2: Residuenplot (Residuen vs. gefittete Werte)
® Annahme 3: Q-Q-Plot (Quantile der Residuen vs. Normalverteilung)
® Annahme 4: Durbin-Watson-Test, Autokorrelationsplot (nicht in dieser Lektion)

Vor jeder Interpretation der Regression: erst die Annahmen priifen!



Residuenplot: Gut vs. Schlecht

Residuenplot: Diagnostik
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Links (gut): Residuen zufillig um O verteilt, keine Muster = Annahmen erfiillt.
Rechts (schlecht): Trichterform (Heteroskedastizitdt) — die Streuung wichst mit y.

Ein guter Residuenplot zeigt “zufélliges Rauschen” — kein Muster, kein Trichter.




Q-Q-Plot: Normalverteilung priifen

Empirische Quantile

Q-Q-Plot: Normalverteilung pruefen

Gut: Normalverteilung
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Links (gut): Punkte liegen auf der Diagonalen = Residuen sind normalverteilt.

Rechts (schlecht): Abweichungen an den Enden = schwere Schwanztails (heavy tails), typisch fiir Finanzdaten.

Der Q-Q-Plot vergleicht die empirischen Quantile mit den theoretischen Normalquantilen.




Anscombe-Quartett: Warum Visualisierung wichtig ist

Anscombe-Quartett: Gleiche Statistiken, verschiedene Muster
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Interpretation:

® cor() berechnet r oder rs (je nach method)

® cor.test() liefert p-Wert und Konfidenzintervall fiir p
® p < 0,001: Die Korrelation ist statistisch hochsignifikant

cor.test() testet Hy: p = 0 gegen Hy: p # 0.

(c) Joerg Osterrieder 2025



Ablesen: y = 0,57 + 1,15x, R?2 = 0,99.
plot(modell) erzeugt automatisch: Residuen vs. Fitted, Q-Q-Plot, Scale-Location, Leverage.

1m(y ~ x) ist der zentrale R-Befehl fuer lineare Regression.

(c) Joerg Osterrieder 2025



Korrelation # Kausalitat

Zentraler Grundsatz: Aus einer Korrelation allein kann man keine Ursache-Wirkungs-Beziehung ableiten!

Kausalitat Scheinkorrelation

4. Storchenpaare |« - - - - - - > Geburtenrate

xR

Umgekehrte Kausalitat

Eisverkauf <+ Ertrinkungsfille
(Confounder: Temperatur)

SchuhgroBe <+ Lesekompetenz
(Confounder: Alter)

V4

Confounder

Nur ein kontrolliertes Experiment oder eine kausale Analyse kann Kausalitdt belegen.



Ubersicht: Korrelation und Regression

Kovarianz Pearson r Spearman rs
Formel E[(X — px)(Y — uy)] % Pearson auf Réngen
Wertebereich (—o00, +00) [-1,+1] [-1,+1]
Misst Richtung linearen Zusammenhang  monotonen Zusammenhang
Robust? Nein Nein Ja (gegen AustreiBer)

Regression zusatzlich:
® OLS: y = a+ bx mit b = Cov(X, Y)/Var(X)
® R? = r2: Anteil der erklirten Varianz

® Diagnostik: Residuenplot + Q-Q-Plot

Korrelation beschreibt den Zusammenhang, Regression modelliert ihn quantitativ.



Lernziele — Checkliste

Priifen Sie sich selbst:

v

AN N N N N

Streudiagramm: Richtung, Stirke, Form, AusreiBer ablesen

Kovarianz: Cov(X, Y) = E[XY] — E[X]E[Y], Vorzeichen interpretieren

Pearson r: r = Cov/(oxoy), r € [-1,+1], nur linearer Zusammenhang
Spearman rs: Rangkorrelation, robust, monotoner Zusammenhang

OLS: b = Cov(X, Y)/Var(X), a=y — bx

R2: Anteil erklirter Varianz, R2 = r?

Diagnostik: Residuenplot (Muster?), Q-Q-Plot (Normalverteilung?)

Korrelation # Kausalitdt: Scheinkorrelation, Confounder, umgekehrte Kausalitat

Wenn Sie alle Punkte verstanden haben, beherrschen Sie die Grundlagen der Regressionsanalyse!



Schlisselformeln

Formel

Name

Cov(X, Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

, _ Cov(X.,Y)
ox Ty
rr=1- nﬁ(/%:ji)
b= S a=7 b
R2—1— % — 42

Var(X 4 Y) = Var(X) 4 Var(Y) + 2 Cov(X, Y)

Kovarianz
Pearson-Korrelation
Spearman-Rangkorrelation
OLS-Koeffizienten
Bestimmtheitsmass

Varianz einer Summe

Diese Formeln sind das Fundament der bivariaten Datenanalyse.
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