Lineare Algebra Woche 4

Orthogonalitat, QR-Zerlegung und DCT

Themen: Skalarprodukte, Gram-Schmidt, QR-Zerlegung, Orthogonale Matrizen, DCT/JPEG



Ubersicht

Teil I: Skalarprodukte und Orthogonalitat
® Allgemeine Skalarprodukte

® Orthogonalbasen
Teil 1l: Gram-Schmidt-Verfahren
® Orthogonalisierung

® QR-Zerlegung

® Numerische Aspekte

Lernziele: Orthogonalitét verstehen und anwenden kénnen
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Ubersicht: Teil 11l & IV

Teil 11l: Orthogonale Matrizen
® Eigenschaften
® Rotationen und Spiegelungen

® Householder und Givens
Teil IV: DCT und JPEG
® Diskrete Cosinus-Transformation

® Bildkompression

® Praktische Anwendung

Lernziele: Orthogonalitét verstehen und anwenden kénnen
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Vektoren in R2: Pfeile mit Richtung und Lange

Was ist ein Vektor?
Ein Vektor ist ein Pfeil mit:

® Richtung
® |ange

® Komponenten (x, y)

Beispiel:
® 3 Schritte nach rechts

® 2 Schritte nach oben

Vektoren starten am Ursprung (0,0) und zeigen zu einem Punkt (x,y)
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Vektoren in R?: Geometrische Darstellung

Vektoren in R?: Pfeile mit Richtung und Lénge

Vektor als Pfeil Vektoren Standardbasis-Vektoren
s s 2
=(3,4) 4
B G, 15
=(0,1)
S 3
10
- a=(3,2)
- P -2 -
2 §
H P U
1
)
. pecoo
< Kompanente: 3
-0s
Tz 3 s T 3 s % oo o5 10 1s
x X x
A Vektoraddition . Skalarmultiplikation Eigenschaften von Vektoren
as as
30 urv 30 {271 Notation: v = (vi, va) in R*
25 25 V= (vi, vz, va) in R
Oarstellun Als Pl mit Richtung und Lan
20 20 .

N . Komponent kgordinaten entlang der Achse
15 15 Adition:  Komponenten-weise addieren
o o PR ——

Mutipikations = (av, avs)
05 2 05
° ° WI(nvm
-0s -0
T b 3 H 3 3

Vektoren starten am Ursprung (0,0) und zeigen zu einem Punkt (x,y)
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Senkrechte Vektoren: Winkelberechnung

Wann sind Vektoren senkrecht?
Zwei Vektoren sind senkrecht (orthogonal), wenn sie einen 90°-Winkel bilden.

Beispiele:
® Koordinatenachsen: x-Achse L y-Achse
® Wainde eines Raums

® Ecken eines Rechtecks

Wichtig:
Senkrechte Vektoren sind unabhingig voneinander!

Orthogonale Vektoren sind die Basis fiir viele Anwendungen in der Linearen Algebra
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Senkrechte Vektoren: 90°-Winkel im Koordinatensystem

Senkrechte Vektoren: Der rechte Winkel (90°)

S Senkrecht: Koordinatenachsen . Senkrecht: Allgemeiner Fallu = (3, 4) . NICHT Senkrecht
v=(4,3) 35
25 N
= (0,2) 30
20 3
2 23 b=(1,2)
15 20 a=@.)
> =1 . >
10 90° 15
10
05 N
= 0s 2
povi=02.0) -1
0.0 >
o
05 -0
205 00 05 10 15 20 25 30 - 12 3 4 1 2 3 4
x x x
. -
Senkrecht? Teste visuell! Was bedeutet "senkrecht"?
5 Rechteck: Alle Ecken sind rechte Winkel 3
3.0 2 E\
Definition: Zwei Vektoren sind senkrecht,
25 . wenn sie einen 90°-Winkel bilden
20 ] Andere Nam@rthogonal
+ Perpendicular
> 15 > * Rechtwinklig
10 Beispiele: + Koordinatenachsen: x L y
-1 + Ecken eines Rechtecks
05 <G4 L(43)
0ol LI L Frage:  Wie priifen wir das algebraischp
Alle Kanten stehen senkrecht aufeinander
-0
0 1 2 3 4 3
x 32 - o 1 2

.Li'neave Alge.b-ra chhe 4 November 24, 2025



Skalarprodukt: Formel und Bedeutung

Das Skalarprodukt
Fiir zwei Vektoren u = (u1, u2) und v = (vq, v2):

u-v=uy-vi+u-w

Beispiel:
3 .
2
Bedeutung:

® Misst, wie parallel zwei Vektoren sind

® Ergebnis = 0 — Vektoren senkrecht!

Das Skalarprodukt ist der wichtigste Test fiir Orthogonalitat

1
4

):3-1+2-4=11
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Skalarprodukt: Projektion und Parallelitat

Skalarprodukt (Dot Product): Formel und geometrische Bedeutung

Formel: Skalarprodukt

In R

UsV = v+ Uy

UV = mvi 4 uzvz + Vs

In R

Eigenschaften:

« Ergebnis ist eine Zahl (Skalar)

UV =v-u (kommutativ)
*u-u = |lull* (Lange im Quadrat)

Spezialfall: Skalarprodukt = 0

1 senkrecht!

0, 2)

Beispiel 1: Berechnung

he
30 30 2l
25 v=(1,2) 25
20
20
v
15
15
10 \
10 u
05
s [y
00
Zos 00
uv
“10 -0s
Y 1 2 3 00 05 10 15 20 25 30 35
x x
Zusammenfassung
Vektoren  Rechnung  Ergebnis
(1,0):(1,00 =11+00 =1 Formel: uv=Tuv
(3,8)-(1,2) =31+42 =11 Ergebnis:  Eine Zahl (Skalar)
(2,1):(1,2) =2(D+12 =0 Bedeutung: Projektion x Lange

1,3):(3,1) =13+31 =0
@Dy =11+11 =2
(5,00:(0,7) =50+07 =0

Griin = 0 - Vektoren sind senkrecht!

u-v=|lull |Iv]| cos &

Wi
Dhs

ichti =
Skalarprodukt testet Orthogonalitgt!
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Orthogonalitatstest: Wann sind Vektoren senkrecht?

Die goldene Regel

‘UJ_V<:>U-V:0‘

Schritte:

1. Berechne Skalarprodukt u - v
2. Ist Ergebnis = 07

® Ja — orthogonal
® Nein — nicht orthogonal

Beispiel:
(3,4)-(—4,3)=-12+12=0

Test auf Orthogonalitdt: Nur Skalarprodukt berechnen und priifen ob = 0
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Orthogonalitatstest: Beispiele mit Skalarprodukt = 0

Beispiel 1: (1,0) und (0,1)

Wann sind Vektoren senkrecht? Test mit Skalarprodukt

o, 1)

o 1 .0

-10 -05 00 05 10 15 20 25
Beispiel 4: (2,1) und (-1,2)

(-1,2)

@21

30

(-4,3)

Beispiel 2: (3,4) und (-4,3)

5

4 3. 9
B

2

RN

0

0

- -1 0 1 2 3 4

Orthogonalitatstest

Regel: Zwei Vektoren sind orthogonal

Schritte:

1. Berechne Skalarprodukt u - v
2. Prilfe: Ist das Ergebnis 07
3.Ja - orthogonal /

Nein - nicht orthogonal X

Lineare Algebra Woche 4

Beispiel 3: (3,2) und (1,2)

e 1,2
20 /4 3,2
15 /
10 /
05
o
-05
et 1 3 4
Ubersicht: Mehr Beispiele
Vektoru Vektorv u:v Status

o) (01)

3.4 (-4,3)

@1 (12)

(5.0 (07)

(11 (1,1)

32 12

v
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Vektorlange: Pythagoras

Lange eines Vektors
Die Lange (Betrag) eines Vektors v = (v1, v):

VIl =/vf +v3

Beispiel:
Fir v = (3,4):

v =v32+42=+/9+16=v25=5

Mit Skalarprodukt:
IVl =vvv

Die Vektorlidnge folgt direkt aus dem Satz des Pythagoras
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Vektorlange:

Pythagoras-Satz Darstellung

Vektorldange (Betrag): ||v|| = V(v-v) = V(va? + v2?)

o Pythagoras: (3,4) ve(a.8) 2o Lénge 1: Einheitsvektor
vl = v25
35
3.0 15
25 ez = (0.1)
Vil =
livil 10
20 4
15
05
10
05 00 boecno
0.0
3 e =1]
05 05
205 00 UESITE=9FI6=E) 30 35 40 205 00 05 10 1s 20
Berechnungsbeispiele Eigenschaften der Lange
Vektor v Berechnung  (IvI|
,0) vz 4 0 -1
[IvIl = 0 fur alle v
©,1) 0+ 1) =1
IMI=0=v=0
[EX) e =va5=5
Skalierung: [lavil = lal - [Ivl
@ vz + 1) =vz2=1la1
Dreiecksunglu + vl = [lull + [IvIl
(5,12) s+ 122 =vieo 413
Pythagoras:u L v = [ju+vl[* = [ull* + [V
(6,8) 6+ &) =v1004 10 yehagorasiu L v = [lusviF = Il + [V

Lineare Algebra Woche 4

Formel: Vektorlinge

In R
VIl = V(va? + v22)
In R3:
IV = V(v1? + v2? + v3?)

Mit Skalarprodukt:
IVl = Vv - )

Vektoren verschiedener Lange

Lange = Abstand zum Ursprung

1 ) 1 2
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Normierung: Einheitsvektoren erstellen

Was ist Normierung?
Einen Vektor auf Lange 1 bringen:

Beispiel:
Fir v = (3,4) mit |v|| =5:

Eigenschaften:
® Gleiche Richtung wie v
® Linge =1
® |iegt auf Einheitskreis

Normierte Vektoren (Einheitsvektoren) haben Lange 1 und sind essentiell fiir orthonormale Basen

Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025
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Normierung: Einheitskreis und Skalierung

Normierung: Einheitsvektoren erstellen (||d]| = 1)

Vor Normierung: v = (3, 4) L5 Nach Normierung: a = v/||v]| Formel: Normierung
125
4
1.00
L— a=(0.6,0.8) Normierungsformel:
3 075 a=v/v|
vl = 0.50 lat /1 Komponenten-weise:
2
A= (vaf|IvIl, v/l Vil
025
Ergebnis: [|d]| = 1
1 0.00
-0.25
0
V(3?2 + 42)
T =V + 77 s
1 2 3 4 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100 125 1.50
Schrittweise: v = (3, 4) |5 Mehrere Beispiele auf Einheitskreis Eigenschaften
1.0
Schritt 1: Berechne Lange ||v]|
Lange: (|0l = 1immer
IVl =V(3? +4%) =v25 =5 0.5
Schritt 2: Dividiere durch Lange Richtung: Gleiche Richtung wie v
= willlvl| = 3/5 = 0.6 0.0 Nur Skaliersg}v]] (nur Lange andert sich)
02 = va||v|| = 4/5 = 0.8
os EinheitsvelduTunit vector" genannt
Schritt 3: Ergebnis
(056,08 Verwenduig:orthonormale Basen
-10
Prifung: [[d]| = V(0.6 + 0.8 =1 v
-1
-15 1.0 15
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Orthogonal vs. Orthonormal: Der Unterschied

Zwei wichtige Begriffe

Orthogonal:
Vektoren sind senkrecht
u-v=0
(beliebige Lange!)
Orthonormal:
Senkrecht UND Lange 1
u-v=0und |lu| =|v]| =1

Merke:
Orthonormal = Orthogonal + Normiert

Orthonormale Basen sind ideal fiir Berechnungen - das Ziel des Gram-Schmidt-Verfahrens

Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025 17/1



Orthogonal vs.

va = (-4,3)

Orthonormal: Visuelle Unterscheidung

Orthogonal (1) aber NICHT s (LUND ||| = 1)

5

10

4 vi = (3,4) a: = (-09/6.6) = (0.6,0.5)

05

2 0.0
1

05
0

ol =
-10
o1 = 5. jvll = 5 (nicht 11
T =07
- -15
-2 -1 1 2 3 4 5 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15
Von Orthogonal zu Orthonormal
Orthogonal Gegeben: Orthogonale Vektoren
u-v=0 Vi =(3,4),v2=(-4,3)
(senkrecht, beliebige Linge) @emo? ELF [RHj=bet
1 Normierung
Orthonormal:
u-v=0UND [l = vl =1 @ = w/||vi| = (3,4)/5 = (0.6, 0.8)

(senkrecht UND Einheitslange)

(orthonormal = Orthogonal + Normiert

G2 = valllvall = (-4,3)/5 = (-0.8, 0.6)

4

Ergebnis: Orthonormale Vektoren
@q: =07 und lasll = lla:ll =1

Line;ve. AIg’e‘Bra- ‘l\/c::l{e 4

-025

-050
~0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 100 125 150

Orthogonal vs. Orthonormal: Der Unterschied

Vergleich
Senkrecht? ‘la
u-v=0? ‘ha
lull = 12 X Nein
Ivil = 12 X Nein
Beispiel:

Eigenschaft OrthogonalOrthonbrmal

v la

vl

7Ja

7Ja

(34) L (-4,3)(0.6,0.8)|1 (:0.8,06)

Standardbasis: Orthonormal!

k= = (0,1)

Perfektes Beispiell

November 24, 2025
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Vollstandiges Beispiel in R?

Aufgabe:
Gegeben: vi = (3,4), vo = (—4,3)
Erstelle Orthonormalbasis!
Schritt 1: Orthogonal?
ViV = 3(—4) + 4(3) =0

Schritt 2: Einheitsldnge?

vi| =v9+16=5#1
Schritt 3: Normieren
vi
@ =% =(06,08)

%:%:Fwﬁﬂ

Systematisches Vorgehen: Orthogonalitat priiffen — Lange priffen — Normieren
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Vollstandiges Beispiel in R?: Schritt-flir-Schritt

Volistandiges Beispiel in R?: Von Vektoren zu Orthonormalbasis

Schritt 1: Orthogonal? Schritt 2: Einheitslange?

. Gegeben: Zwei Vektoren
. el Priife: vi - v2 = 02 Prisfe: |[va| = [|va]| = 12
vz = (-4,3) Berechnung: Berechnung ||vi|:
Vi v2 = (3)-(4) + (4)(3) Il = V(32 + 4% = V25
2 12412 Berechnung ||v2|:
Vall = V(40 + 3) =25 =5
. =0 Iival
o Ergebnis: Orthogonal 7 Ergebi ICHT Einheitslange X
-
a b il = IIvall = 5 = 1
i Vektoren stehen senkrecht! ’
- Normierung nétig!
Schritt 3: Normierung s Ergebnis: Orthonormalbasis! Verifikation
1.0
Normiere: q = v/]|v| a: = (-0,970.6) Priife alle Bedingungen:
@ = villvall = (3, 405 s .
3/5, 4/5) o (0.6)(-0.8) + (0.8)(0.6) =0 v
©056.08) a1 a: = (0.6)(- 8)0.6) =
0.0
2 = valllvall = (-4, 3)/5 llaull = 12
— " |ga]| = V(0.6 + 0.8%) =v1=1v
= (-4/5, 3/5) os liasl
~(08,06)
Ilazll
rte Vektoren erstelltl -10 0 -
’ v Alle Bedingungen erfullt!
Orthonormal v
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
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Vollstandiges Beispiel in R®

Die Standardbasis

1 0 0
e1=(0), e=[(1], e=|0
0 0 1

Orthogonalitat:
ep-ep=e€e-e3=e-e=0

Normierung:
lerll = lle2ll = llesll = 1

Fazit:
Die Standardbasis ist bereits orthonormal!

Die Standardbasis ist das perfekte Beispiel einer orthonormalen Basis

Lineare Algebra Woche 4
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Gegeben: Standardbasis in R*

Schritt 3: Normierung?

Vollstandiges Beispiel in R*: Standardbasi

Vollstandiges Beispiel in R®: 3D-Darstellung

Schritt 1: Orthogonal?

ist Orthonormalbasis

Schritt 2: Einheitslange?

Priife alle Paare: e: - e; = 07

e ex
(1)0) + (0)-(1) + (0)(0) =0 ~

e ex
(1)0) + (0)-(0) + (0)-(1) = 0 ~

e es
(0):0) + (1):(0) + (0)-(1) =0 ~

Ergebnis: Paare orthogonal ~

Priife: |les]| = |lez|| = [[es]| = 12

Berechnung ||ei|:
llesl = V(1 4+ 0+ 0) = V1 =1+

Berechnung le:]|:
llea]] = V(02 + 12+ 09) =vV1=1 v

Berechnung ||es]|:
flesll = V(0* + 07 17 = V1 =1/

Ergebnis: Alle Einheitslange

Normierung nétig?

Nein! Bereits normiert:

llel =1~

Die Standardbasis ist bereits

eine Orthonormalbasis!

Ergebnis: Orthonormalbasis!

Lineare Algebra Woche 4

Verifikation: Orthonormalbasis

Alle Bedingungen erfii

Orthogonalitat:

eirerzeireszerres=0/

Normierung:
lleal] = [lezl| = [les]| =1
Fazit:
{es, ez, 5} ist Orthonormalbasis /

Die Standardbasis in R ist

das perfekte Beispiel

November 24, 2025
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Zusammenfassung: Grundlagen geschafft!

Was wir gelernt haben:

1.

. Senkrechte Vektoren erkennen

© N o oA WwN

Mit diesen Grundlagen verstehen Sie jetzt die fortgeschrittenen Konzepte der Orthogonalitit

Vektoren als Pfeile verstehen

. Skalarprodukt berechnen
. Orthogonalitat testen: u-v =0
. Vektorldnge berechnen: ||v|| = /v v

Vektoren normieren: i = v/||v||

. Unterschied: Orthogonal vs. Orthonormal
. Vollstandige Beispiele in R2 und R3

Lineare Algebra Woche 4
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Zusammenfassung: Ausblick

Was kommt als Nachstes?

Jetzt konnen wir verstehen:
® Allgemeine Skalarprodukte
® Gram-Schmidt-Verfahren
® QR-Zerlegung
® Orthogonale Matrizen
® Anwendungen (JPEG/DCT)

Bereit fiir Teil I!

Mit diesen Grundlagen verstehen Sie jetzt die fortgeschrittenen Konzepte der Orthogonalitat
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Unser Ziel: Orthonormalbasis erstellen

Warum brauchen wir Gram-Schmidt?
Orthonormalbasen haben viele Vorteile:

® Berechnungen werden einfacher
® Numerisch stabil

® Geometrisch anschaulich

Problem: Natiirlich vorkommende Vektoren sind meist nicht orthogonal
Beispiel: a; = (1,1), a» = (1, 2) sind linear unabhingig, aber a; - a2 =3 # 0

Lésung: Gram-Schmidt-Verfahren
® Systematischer Algorithmus fiir R”
® Grundlage fiir QR-Zerlegung

Gram-Schmidt transformiert beliebige Basis in Orthonormalbasis

Lineare Algebra Woche 4
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Gram-Schmidt-Algorithmus: Einfiihrung

Input: Linear unabhingige Vektoren {a1,...,an}
Output: Orthonormalbasis {q1,...,qn}

Algorithmus:

1. Erster Vektor: Normiere a;
a
q1 = 17—
llasll
2. Weitere Vektoren (fiir i =2,...,n):

® Subtrahiere Projektionen auf alle vorherigen g;:

Jj=1
® Normiere das Ergebnis:
Vi
qi =
[lvill
Die Idee: Mache jeden neuen Vektor orthogonal zu allen vorherigen
Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025
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Gram-Schmidt: Geometrische Intuition

Was macht der Algorithmus?
Fiir jeden Vektor a;:

1. Projiziere a; auf span{qi,...,qi—1}
2. Subtrahere diese Projektion von a;

3. Was librig bleibt, ist orthogonal zu allen q1,...,qi_1!

Projektion von a; auf g;:
projg, (ai) = (ai - g5)q;

Orthogonale Komponente:

i—1
v; = aj — E roj,. (aj
1 i p qu( I)
Jj=1
Wir “raumen” die Komponenten parallel zu den vorherigen Vektoren weg

Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025
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Gram-Schmidt: Beispiel in R?
Gegeben:
3 1
n=(3) =-()

llaill = VO +16 =5

_1/3\ (06

n=51a) " \os
ax-q1 = 1(0.6) +2(0.8) = 2.2

1 0.6 ~0.32
ve=a-— (2 a)a= (2) —22 (0.8) = ( 0.24 )

Schritt 1: Normiere a;

=

Schritt 2: Orthogonalisiere ap

Fortsetzung auf nachster Folie

Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025
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Gram-Schmidt: Beispiel in R? (Fortsetzung)

Schritt 3: Normiere v,

lvall = v/0.322 +0.242 = 0.4

_ 1 /-032\ _(-08
©2=52\024 )= 06
(0.6 _ (—-038
n=1pg) 2=\ 06
Uberpriifung:

® Orthogonal? q; - g, = (0.6)(—0.8) + (0.8)(0.6) = —0.48 +0.48 = 0 v/
* Linge 17 flaul| = llqall = 1 v

Ergebnis:

Wir haben eine Orthonormalbasis des R? erstellt!

Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025
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Ubung: Gram-Schmidt in R2

Aufgabe
Wenden Sie Gram-Schmidt an auf:

=)

Schritte:
1. Berechnen Sie ||a;1]| und g1
2. Berechnen Sie ay - ¢1
3. Berechnen Sie vo = a» — (a2 - q1)q1
4. Berechnen Sie ||v2|| und g0
5. Uberpriifen Sie: q1 - g2 = 0 und ||lq1 = [lg2]| = 1

Lésung auf nachster Folie

Versuchen Sie es selbst, bevor Sie weiterblattern!

Lineare Algebra Woche 4
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Schritt 1:
ol = VEFE = V2, @ = (3)
Schritt 2:
1 1
32'q1:0'ﬁ+1 —2= NG
Schritt 3:
== (1) 0)-(F)
1 2 2 \1 1/2
Schritt 4:

Ergebnis: q1 = (1/v2,1/V2), g2 = (—1/V2,1/V?2)



Gram-Schmidt: Beispiel in R*

Gegeben (nur erste zwei Vektoren):

1 1
10 |1
a= g 2=|,
1 0
Schritt 1:
1
laul = VIFOFOFI=V2, = |0
1|l = - ) Chfﬁ 0
1
Schritt 2: 1
a-qr= 7(1+0+0+0
f
1 1 1/2
v — 1 _1fo
2= o 210
0 1 71/2

Gleiche Methode, nur mehr Komponenten! Funktioniert fiir jedes n
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Von Gram-Schmidt zur QR-Zerlegung

Was wir gelernt haben:
® Gram-Schmidt macht Vektoren orthonormal
® Funktioniert systematisch Schritt fiir Schritt

® Anwendbar in R" fiir jedes n

Nachste Frage:
Wie speichern wir diese Transformation als Matrix?

Antwort: QR-Zerlegung
Die QR-Zerlegung ist die “Matrix-Version” von Gram-Schmidt:

A= QR
wobei @ die orthonormalen Vektoren und R die Koeffizienten speichert.

QR-Zerlegung macht Gram-Schmidt zu einem praktischen Werkzeug

Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025 34/1



QR-Zerlegung: Was ist das?
Definition
Jede Matrix A € R™*" mit linear unabhingigen Spalten kann zerlegt werden:
A= QR

wobei:
® Q ¢ R™X": Spalten sind orthonormal

® R € R"™": obere Dreiecksmatrix

Zusammenhang mit Gram-Schmidt:
® @ enthilt die orthonormalen Vektoren qi,...,qn

® R enthilt die Koeffizienten aus der Orthogonalisierung

QR speichert Gram-Schmidt kompakt als Matrixprodukt
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QR-Zerlegung: Einfaches Beispiel 2x2

Gegeben:

>
Il

3 1
4 2
Spalten: a1 = (3,4)7, ax = (1,2)7

Gram-Schmidt liefert (wie vorher berechnet):

Also:

Was ist R? Fortsetzung auf nachster Folie

Q sammelt die orthonormalen Spalten
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QR-Zerlegung: Matrix R berechnen

Wie finden wir R?
Aus A = QR folgt:

R=Q"A
Berechnung:
o= (%% o8
r=ata= (%% 08) (2 2)=(0 53)
Ergebnis:

A (3 1) _ (06 -08)(5 22
~\4 2/ \08 06 0 04
R ist obere Dreiecksmatrix - das ist immer so!
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Warum ist R eine obere Dreiecksmatrix?

Geometrische Erklarung:
Beim Gram-Schmidt-Verfahren gilt:
a;j € span{qi,...,qi}

Das bedeutet:
aj=niq+ nig2+---+rijqi +0- g1 + -+

= Die i-te Spalte von R hat nur Eintrdge in Zeilen 1,...,i!
Konkret:
rni rnz2 ns

0 r2 3
R = 0 0 r33

Obere Dreiecksform kommt von der schrittweisen Konstruktion
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QR-Zerlegung: Wozu ist sie gut?

Hauptanwendungen:
1. Gleichungssysteme losen:
Ax=b = QRx=b =

R ist Dreiecksmatrix = einfach per Riicksubstitution Isbar!
2. Least-Squares-Probleme:

Finde x, das ||[Ax — b|| minimiert.

Losung: x = R~1QT b (numerisch stabill)

3. Orthogonale Basis finden:
Spalten von Q bilden Orthonormalbasis!

QR ist eines der wichtigsten Werkzeuge in numerischer linearer Algebra
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Ubung: QR-Zerlegung
Aufgabe

Finden Sie die QR-Zerlegung von:

Schritte:
1. Wenden Sie Gram-Schmidt auf die Spalten (1,1)7 und (0,1)7 an
2. Bilden Sie @ aus den orthonormalen Vektoren
3. Berechnen Sie R=QTA
4. Uberprﬂfen Sie: A= QR

Tipp: Wir haben diese Vektoren schon in der Gram—Schmidt—Ubung behandelt!

Versuchen Sie es selbst
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Orthogonale Matrizen: Definition

Definition
Eine quadratische Matrix @ € R"*" heiBt orthogonal, wenn:

QTR =1

Aquivalente Eigenschaften:
e Q1=QT7 (Inverse = Transponierte!)
® Spalten sind orthonormal
® Zeilen sind orthonormal

® ||Qx|| = ||x]|| fir alle x (I&angenerhaltend)
Beispiel:

0.8 0.6

Q:(o.a 70.8) & oTo=1

Orthogonale Matrizen erhalten Langen und Winkel

Lineare Algebra Woche 4
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Orthogonale Matrizen: Beispiele

1. Rotation um Winkel 6 in R2: )

cosf —sinf
Ro = (sin0 cos 0

2. Spiegelung an x-Achse:
3. Permutationsmatrix:

Gemeinsam: Alle erhalten Abstinde und Winkel!

Orthogonale Matrizen beschreiben starre Bewegungen (Isometrien)
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Warum sind orthogonale Matrizen wichtig?

1. Numerische Stabilitat:
Konditionszahl: x(Q) =1 (optimal!)
= Keine Verstarkung von Rundungsfehlern

2. Einfache Inverse:
Q1 = QT - nur transponieren, nicht aufwendig invertieren!

3. Geometrie bleibt erhalten:
® Abstinde: [|Qx — Qyll =[x -yl
® Winkel: (Qx)-(Qy)=x-y

4. In QR-Zerlegung:
Q aus A = QR ist orthogonal (bei quadratischem A)!

Orthogonale Matrizen kombinieren Eleganz mit numerischer Robustheit
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Zusammenfassung BSc-Level

Was wir gelernt haben:

1. Gram-Schmidt-Verfahren:
® Erstellt Orthonormalbasis aus beliebiger Basis
® Schritt fiir Schritt: Orthogonalisieren + Normieren
® Funktioniert in R” fiir jedes n

2. QR-Zerlegung:
® Matrix-Version von Gram-Schmidt: A = QR
® Q: orthonormale Spalten, R: obere Dreiecksmatrix
® Wichtig zum Ldsen von Gleichungssystemen

3. Orthogonale Matrizen:

°*QT@=1dh @ 1=Q7
® Erhalten Langen und Winkel
® Numerisch sehr stabil

Diese Konzepte sind fundamental fiir viele Bereiche der angewandten Mathematik
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Skalarprodukte in beliebigen Vektorraumen

Definition Skalarprodukt
Eine Abbildung (-,-) : V X V — R heiBt Skalarprodukt, wenn:
1. Bilinearitat:
® (au+ Bv,w) = alu,w) + B{v,w)
® (u,av+ Bw) = alu,v) + B{u, w)
2. Symmetrie: (u,v) = (v, u)
3. Positive Definitheit:
® (v,v) >0
® (v,v) =0 v=0

Skalarprodukte induzieren Normen und Metriken
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Skalarprodukte: Beispiele und Anwendungen

Beispiele
1. Standard in R™:

n
(% y) =D xii
i1

2. Gewichtet in R":
X, y)w = xT Wy
mit W positiv definit
3. Funktionenraum C([a, b]):

b
()= [ F(e()x
a
4. Polynome mit Gewicht:

1
. = [ p)alx)w(x)dx
-1
Skalarprodukte induzieren Normen und Metriken
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Norm und Winkel

Induzierte Norm
vl = v{v,v)

Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[, v < lull - [v]]

Gleichheit genau dann, wenn u, v linear abhangig.
Dreiecksungleichung
lu+ vIl < fJull + v

Die Geometrie des Skalarprodukts verallgemeinert die euklidische Geometrie
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Norm und Winkel: Cauchy-Schwarz

Winkel zwischen Vektoren
(u, v)
cosf) = ————
llull - (vl
fiir u,v # 0.
Orthogonalitdt u L v genau dann, wenn (u,v) =0
Pythagoras Wenn u L v:

2 2 2
llu+ VI = [lull” + lIv]

Die Geometrie des Skalarprodukts verallgemeinert die euklidische Geometrie
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Skalarprodukt-Geometrie: Verschiedene Normen

Standard-Skalarprodukt
Xiys + xay:

Skalarprodukte - Geometrie und Beispiele

Gewichtetes Skalarprodukt
.

Funktionen-Skalarprodukt
(£.9) = Jo* f(x)g(x)dx

xy) (Y)W = 2x1y: + 0.5
20 20 20
15 15 15 (R, coszm = 0000
(G, S =0000)
10 10 10
0s 0s 0s
00 00 2 oo
~0.5 -0.5 ~0.5 fo
-10 -10 -10
-15 -15 -15 — sintzm)
— costama
(] — sintamo)
-20 -2 -20
-20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 -20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 0.0 02 04 06 08 10
Matrix-Skalarprodukt (Frobenius) Skalarprodukt-Axiome 2o Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Gieichheit o, | linear abhngia
15
(A,B)_F = tr(A~T B) = Zy auby N
Ein Skalarprodukt (-,-): V x V - R erfill 10 O
ST () 05
-
E“zl E 2. Linearitat:  (ax+By.2) = alx2) + Bly.2) 0.0
(AB)F = tr(A~TB) = 12 3. Positive Definittxgik== 0 und (xX) = 0 = x = 0 -0
Egenscharten
. Symmetricn; (.6) -0
ineart(ah+BB.C) = a(A.C) + B(B.C)
rositi cefints (AA) = 0
-15
6 = IXI 1T
-20
0 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
) Lina Clat A Lindiia o cend Rlvaanes

L ..
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Gram-Schmidt-Algorithmus: Formale Herleitung

Ziel

Aus linear unabhingigen Vektoren {ay, ..

Algorithmus
1. i =a;
2. Firi=2,...,n:

3. Normierung:

.,an} eine Orthonormalbasis {q1, ..., gn} konstruieren.
i—1
ai, v,
b S,
= i)
Vi
qi =
[lvill

Gram-Schmidt orthogonalisiert schrittweise durch Subtraktion von Projektionen
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Gram-Schmidt: Eigenschaften und Konvergenz

Geometrische Interpretation
Jeder Schritt:

® Subtrahiere Projektionen auf bereits orthogonalisierte Vektoren
® Ergebnis steht senkrecht auf allen vorherigen
Eigenschaften
® span{ar,...,ak} = span{qi,..., qk}
® Erhilt die Reihenfolge der Vektoren

® Numerisch sensitiv (sieche modifiziertes GS)

Gram-Schmidt orthogonalisiert schrittweise durch Subtraktion von Projektionen
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Gram-Schmidt: Beispiel in R3

Gegeben
1 1
ay = 1 ,a) = 0 ,a3 =
0 1
1
Schritt 1: vy = a1 = |1
0
Schritt 2:
vy =y — (a2, v1)
(vi,v1)
1 1
1
=(0)-=1(1
1/ 2\o
1/2
=1|-1/2
1

Jeder neue Vektor wird orthogonal zu allen vorherigen gemacht

Lineare Algebra Woche 4
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Gram-Schmidt: Beispiel R* -

Schritt 3:

Normierung:

Schritte 3-4
— proj,, (a3) — proj,, (a3) (4)
1 1 {12
= | =12 5
() z() () g
—2/3
2/3 (6)
2/3

S\
N
o

-
N————

8

Il
&=
RS
b—ll—i"_l

Jeder neue Vektor wird orthogonal zu allen vorherigen gemacht
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Gram-Schmidt-Verfahren: Schritt-fur-Schritt Orthogonalisierung

Schritt 0: Ausgangsvektoren Schritt 1: v = a1 Schritt 2: va = a1 - proj_{viH(az)

15 00

s 00

= 20 -
05
Schitt 5: Orthonormae Vektoren

20 -
505
Schritt 4; Orthogonafé Vektoren

AR

3
g
j
5

g
(e

ALY

g
7
g

o

"
Lz

LS
p

Schrittweise Orthogonalisierung im 3D-Raum



Numerische Stabilitat: Klassisch vs. Modifiziert

Klassisches Gram-Schmidt (CGS) " for i = 1 to n: v[i] = a[i] for j = 1 to i-1: v[i] = v[i] - ja[il.v[jl¢/ivli].vlile * v[i] ali]
= Vil / —fil—

Problem: Rundungsfehler akkumulieren

Verlust der Orthogonalitat

Bei fast linear abhangigen Vektoren:

® Kleine Differenzen werden ungenau

® Orthogonalitat geht verloren

Modifiziertes Gram-Schmidt ist numerisch stabiler als die klassische Variante
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Modified Gram-Schmidt Algorithmus

v(i]

Modifiziertes Gram-Schmidt (MGS) *“ for i = 1 to n: v[i] = a[i] for i = 1 to n: q[i] = v[i] / for j = i+1
to n: v[j] = v[i] - jv[il.alile * qfi] *
Vorteile

® Bessere numerische Stabilitat

® Gleiche Komplexitit O(mn?)

® Orthogonalitat bleibt besser erhalten

Alternative: Householder-QR (noch stabiler)

Modifiziertes Gram-Schmidt ist numerisch stabiler als die klassische Variante
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QR-Zerlegung
Satz (QR-Zerlegung)
Sei A € R™*" mit linear unabhangigen Spalten. Dann existiert eine eindeutige Zerlegung:
A= QR
mit:
® Q € R™X": orthonormale Spalten

® R € R"™": obere Dreiecksmatrix mit r;; > 0

Zusammenhang mit Gram-Schmidt
Q enthalt die orthonormalisierten Spalten R enthilt die Koeffizienten der Darstellung

Die QR-Zerlegung faktorisiert eine Matrix in orthogonale und obere Dreiecksmatrix
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QR-Zerlegung: Koeffizientenmatrix R

Berechnung von R
Aus A= QR folgt QTA=R:

__{<a,-,q,-> i<
rlj* . .
0 1>

Eigenschaften
® Q7Q = I, (orthonormale Spalten)
® det(A) = det(R) =[], ri
® Wenn m = n: Q orthogonal, Q71 = Q7

Die QR-Zerlegung faktorisiert eine Matrix in orthogonale und obere Dreiecksmatrix
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QR-Zerlegung: Struktur und Eigenschaften

Fundamentale Gleichung: A = QR

- Interpretation

]
X

forainaten
atrix R

(Komplexitat: O@2mn - 217/5) fir Householder-OR

Struktur und Eigenschaften der QR-Zerlegung




Orthogonale Projektion

2D Orthogonale Projektion 3D Projektion auf Ebene

10 15 20 25 30 35 40
x

Least Squares als Projektion

sonpie
e o)

Gram-Schmidt als Projektion

a
w=ar
3
V2 = a2 - proj_{v:}(az)
2

V3 = @ - proj_{v:}(as) - proj_{vz}(a3)

Projektionsmatrix

P =QQ"T (Q hat orthonormale Spalten)

Orthogonale Zerlegung:
v Y

€U eusL

Anwendungen

* Least-Squares-Approximation
+ Signalverarbeitung (Fourier)

- Computer Graphics (30 - 20)
* Statistik (°CA)

 Maschinelies Leren

+ Numerische Lineare Algebra

) .
£ st proeicon vin B “ |

(Q°TQ)~{-13Q~T

Basis von U)

Projektion auf Unterrdume und Least-Squares







Orthogonale Matrizen

RTQ=QQ" =1

Definition
Q € R"*" heiBt orthogonal, wenn:
Aquivalent:

° Q—l — QT

® Spalten bilden ONB

® Zeilen bilden ONB

* (Qx, Qy) = (x,y)
Eigenschaften

® det(Q) = £1

® Eigenwerte: [A\| =1

® Erhdlt Langen: || Qx| = ||x||

® Erhilt Winkel

Orthogonale Matrizen beschreiben langenerhaltende lineare Abbildungen
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Orthogonale Matrizen: Gruppenstruktur
Fortgeschrittene Beispiele

Householder-Matrix (v = (1,0)7):

3D-Rotation um z-Achse (6 = 90):

Blockdiagonale orthogonale Matrix:

_ [(Rax2 0
Qi( 0 R2><2)

Gruppenstruktur Orthogonale Matrizen bilden die Gruppe O(n) mit det(Q) = +1

Orthogonale Matrizen beschreiben langenerhaltende lineare Abbildungen
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Orthogonale Matrizen: Langen- und Winkelerhaltung

Léngen- und Winkelerhaltung

Or

Matrizen - und Geometrie

Eigenwerte auf Einheitskreis

1s
L= T , Ah
i
2 1.0 -
1 0s
0 = 0.0
a 05
-2 10
Il = Tiorale Egenwere
15
e 25 o 05 o0 o5 1o 1s

lle orthogonale Matrizen
20 Rotation:
cos 6 -sin @ 10

RO tsine cose| So -1

Householder:

=1-2 Rotation in 2D-Unterraum

Spiegelung an Hyperebene  Verwendet fir OR Zerlegung

Permutationsmatrix:

Vertauscht Zellen/Spalten
Genau eine 1 pro Zeile/spate

/-

Rotation

Geometrische

2D Spiegelung

Givens-Rotatiol

Re

Eigenschaften orthogonaler Matrizen

£Q°TQ=0Q"F @11} = QT

pateenyZeTenT
« Orthonormale Sitbonormale Zeilen

II

+ det{Q) = +1 _« +1: Rotation
+ I Splegelung

genwerter
FERS « Reell: +1
+ Kamplex: konjugiert

Erhaltung:
93 Bl g = o
Volumenerhaltung: det(Q) = 1

Verbindung zur QR-Zerlegung

Gram-Schmid: E Jften
1. Orthogonalisiere Spalten vorGXT A = R 00
2. Normiere 2u Einheitsvektoremumerisch stabil
3. Diese bilden Q « Erhalt Kondition

-0s
Anwendungen in der Numerik: “10
+ Losen linearer Gleichungstystshimuares-Probleme
« Eigenwertberechnung -+ Konditionsverbesserung
-1
-2

orginal
Qransformiert

,,‘
v

FlacheNVolumen biefbt erhalten]

Lineare Algebra Woche 4
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Householder-Transformationen

Definition
Householder-Matrix (Spiegelung):
H=1-2w"

mit ||v|| = 1.
Eigenschaften

e HT = H (symmetrisch)

® H? =/ (involutorisch)
det(H) = —1 (Spiegelung)
® Hv = —v (v wird gespiegelt)

® Hv =w firw 1L v

Householder-Transformationen spiegeln Vektoren auf Koordinatenachsen
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Householder: QR-Algorithmus

Anwendung: QR-Zerlegung
Ziel: Spalte auf e;-Richtung abbilden
Fiir x # 0, wahle:
x — |[xlles

Dann: Hx = ||x||e1
Algorithmus

1. Transformiere erste Spalte

2. Wende auf Restmatrix an

3. lteriere fiir kleinere Matrix
Komplexitit: O(2n3/3)

Householder-Transformationen spiegeln Vektoren auf Koordinatenachsen

Lineare Algebra Woche 4

lIx = lIx[le]
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Definition
Givens-Matrix (Rotation in Ebene i, j):

mit ¢ +s2=1.
Position (i, i): ¢, Position (j,/): ¢ Position (i,j): —s, Position (j,i): s

Givens-Rotationen nullen gezielt einzelne Matrixelemente



Givens: Anwendung und Implementierung

Anwendung
Nullsetzen von Element (j, /i) in Vektor:

mit:

NF=
_ b

T VaZ+ p?
r=+va?+ b2

Vorteil: Sparlich, lokal Nachteil: Mehr Operationen als Householder

Givens-Rotationen nullen gezielt einzelne Matrixelemente

Lineare Algebra Woche 4 November 24, 2025
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Householder-Sp

iegelung: Geometrische Interpretation

i fiir QR-Zerlegung

2D Householder-Spiegelung 3D Householder-Transformation

~~ Splegelebene

2w’

0
-20 -L5 -10 -05 00 05 10 15 20

Vorteile der Householder-Methode

QR-Zerlegung mit Householder

Schrittweise Transformation
Vergleich der QR-Methoden

Jel s fil

Exzellent [p@2mnt 203 NurR

Householder-Matrix Struktur

2wAT /| Iv)2

Givens || Exzellent || ozmne ) | nurk

aHA=[ 0 % 0
WA= S5 | — RTe
00 x ®

Householder-Vorteile:

 Numerisch stabil (orthogonale Transformationen)
7 Benotigt nur R zu speichern (Q implizit)
7 Gut fir dichte Matrizen

Verpleich der heiden Hauntmethaden fiir OR-Zerlegung

Lineare Algebra Woche 4

+ Symmetrisch: HAT = H
« Orthogonals H~T H = |
« Involutorisch: He = |
* det(H) = -1 (Spiegelung)

S an E—
[

Beispielrechnung

Gegeben: x = [3, 4]°T
il =5

- lIxler = [3.41°T - [5,01°T = [-2,41°T
v = ViVl = [241°T/v20
20°T = (0.6 0.8]
108 06]
Hx = (0.6 0.8](3] = (5]
1-0.8 061141 [0]

H

/ Vektor auf ex-Richtung gespiegelt
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Givens-Rotationen: Gezielte Nullerzeugung

Givens-Rota

nen fiir QR-Zerlegung

) 2D Givens-Rotation Givens-Matrix Struktur (i,j)-Rotation
15 G=Ic s1=10.83 -055])
T 1055 0831
10
05
d dx =017
o.
o[o)lo)o][0
-05
-10
@ + 5= 1 (Orthogonalitat)
-15
Tl = 116x]] = 1.80
-2
~20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

Givens vs. Householder Beispiel: Elimination von az:

Gegeben: as: = 3, ax

G=1[0.6 -0.8]
108 06

Resultat:
G- (3] = (5]
@] (el

Anwendungsempfehlung:
- Diinnbesetzte Noaseholder: fichte Matrizen

+ Element ax erfolgreich elimi

Givens-Rota
Lineare Algebra Woche 4

onen fiir gezielte Nullerzeugung

QR-Zerlegung mit Givens-Rota

Sukzessive Elimination

Goas A=
B oo o
2~ Do

"mm% ‘it
b
B

(Anzah! Rotationen: nin-1172,

Anwendung: Diinnbesetzte Matrizen

Tridiagonalmatrix

=

+ Givens erhalt Dunnbesetztheit
« Nur O(n) Operationen natig

+ Householder wiirde Fillin erzeugen

« Ideal fir Band- und Hessenberg-Matrizen

Givens optimal fur strukturierte Matrize
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Anwendung: Losen linearer Gleichungssysteme

Problem Lose Ax = bmit Ac R™X" m>n
QR-Methode

1. Berechne A = QR
2. Multipliziere mit Q7 :
QRTAx=Q"b
Rx=Q7b
3. Lose durch Riicksubstitution
Vorteile
® Numerisch stabil
® Funktioniert fiir m > n (Least Squares)
® Kondition: k(R) = k(A)

QR-Zerlegung ermaglicht stabiles Losen linearer Systeme

Lineare Algebra Woche 4
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Least-Squares mit QR

Least-Squares-Problem
Minimiere ||Ax — b||? fiir iiberbestimmtes System
Losung via QR:
[[Ax = bl = || @Rx — b||*> = |[Rx — QT b||?
T c
Zerlege Q' b= d
Dann: ||Ax — b||2 = ||Rx — c||®> + ||d||?
Minimum bei Rx = ¢
Normalgleichungen Alternative: AT Ax = AT b Aber: Kondition schlechter!

)mithR”

QR-Zerlegung ermdéglicht stabiles Losen linearer Systeme
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QR-Losung: Schritt-fiir-Schritt Beispiel

ung: Ax = b

Gegeben: Uberbestimmtes System

> Mehr Gleichungen als Unbekannte]

Lésung: Minimiere [|Ax - b|z

Oberes Dreieckssystem: Rx

Losen linearer Gleichungssysteme mit QR-Zerlegung

Schritt 1: QR-Zerlegung von A

Aty 01 Rir o
021 = v
110 o0 r
112 Columne

(Q: mxn, orthanormale Spaiten
R e abere Drefecksmarix
b » QRx=b - Rx=0Q"Th

QR-Lésungsalgorithmus

Algorithmus: Lose Ax = b mit QR

Schritt 2: Transformation zu R

Original:
QRx Q" Txb=
¥ Multipliziere mit QT

3 | Lzl
Transformiert
Rx

~TQ = (orthonormall
el S e ot

Vollstandiges Beispiel

Lose: Ax = b

Riicksubstitution (von unten nach oben):
Lx=cim=84=2
2. = (- rlra = (7-22)3 =1

3= (€ raaxe - roolfrn = (5- 11 -32)2 = -1

tat: O(2mn? - 2n°/3)

Logung: x = [-1, 1, 21T

Numerisch stabil durch orthogonale Transformationen

Schritt-fiir-Schritt Losung linearer Systeme via QR

Lineare Algebra Woche 4

0o =13

n ol 8}

1. QR-Zerlegung: ® o 1] 21
2. Transformation: 0T 1. QR-Zerleg{ing: 2.0°Tb =

-g.411
3. Dreieckssystem:  Rx = ¢ 821 [os21

4. Ricksubstitution: x 13sen
3. Lose R
x = [1, 2]°T

Verifikation: ||Ax - bl| minimal
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Least-Squares: Projektion und Residuum

Uberbestimmtes System

@ Datenpunkte
— y=119x+069

QR-Lésung

QR-Zerlegung: A = QR
1. Berechne QR-Zerlegung
2. Lése: Rx = Q~Tb
(Ricksubstitution)

Vorteil
+ Numerisch stabiler
« Vermeidet A~TA

+ Konditionszahl VK(A~TA) = k(A)

Least Squares: ﬁbe’r‘bestimmte Systeme optimal I6sen

ormalgleichungen
ATAx=ATb

Lésung:
x=(ATA)1ATb

Eigenschaften:

« Minimiert [|Ax - bl
+ Eindeutig wenn A vollen Rang hat
« A~TA symmetrisch positiv definit

Polynomapproximation

Daten
— b0 =021 + 0.71x + 0.70
4
3
> 2
1 /—\
0

Geometrische Interpretation

— col(A)
b
37 . ax
—— b-Ax
2
/
1
0
-1
-2

Fehleranalyse

Residuum:
r=b-Axs

Minimierung:
1rl13 = 16— Axcs|13

Orthogonali
ATr=0
(Residuum L Col(4))

Geometrische Interpretation und numerische Verfahren fiir iiberbestimmte Systeme
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DCT: Motivation und Anwendung

Motivation
Signalkompression durch:

® Transformation in Frequenzbereich

® Energiekompaktierung

® Weglassen kleiner Koeffizienten
Warum DCT statt DFT?

® Nur reelle Werte

® Bessere Energickompaktierung

® Keine Randeffekte (gerade Fortsetzung)

® Schnelle Algorithmen verfiigbar

DCT ist die Basis vieler moderner Kompressionsverfahren
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DCT: JPEG-Pipeline

Anwendungen
® JPEG: Bildkompression
® MP3: Audiokompression (MDCT)
® Video: H.264, MPEG
® Spracherkennung
® Mustererkennung
JPEG-Pipeline
1. Farbraumkonversion (RGB — YCbCr)
2. 8x8 Block-DCT
3. Quantisierung
4. Entropiekodierung

DCT ist die Basis vieler moderner Kompressionsverfahren
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DCT-Basisfunktionen

DCT-II (Standard)
Fir N Punkte, Basisfunktionen:

oxln] = o cos (M)

2N
mit n=0,...,N —1 und

_[VI/N k=0
TV V2/N k>0

Eigenschaften
® Orthonormal: (¢;, ¢;) = 6
® Reellwertig

® Gerade Symmetrie
DCT-Basisfunktionen bilden eine orthonormale Basis aus Cosinusfunktionen
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DCT: Matrix-Darstellung

Matrix-Darstellung
DCT-Matrix C € RVXN:

wk(2n+ 1)
Con — ap cos | L™ 2
ko koS ( 2N )

Transformation
® Vorwarts: X = Cx
® Riickwirts: x = CTX (da CTC =1)
2D-DCT (fiir Bilder)
X =cxc’

Separabel: erst Zeilen, dann Spalten

DCT-Basisfunktionen bilden eine orthonormale Basis aus Cosinusfunktionen
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DCT-Basisfunktionen: 8 Cosinus-Komponenten

Diskrete Cosinus-Transformation (DCT) - Basisfunktionen

1D DCT-II i i (N=8) 2D DCT Basisfunktionen (8x8 fir JPEG)

0 Jk=0: oc

=" N Teycles
\_—/-—" 2cycles
lk=3: \/—-\\_ cycles

lk=a:

Vertikal
Freque:
T

acycles

EEESHHES
EEEEEEE 35
HEHEHHESE
OINENOES

Amplitude
- ! | L
8 & 8L
T

o 1 2 3 4 H 6 7 Horizontale Frequenz -+
n (Sample-index)

durch DCT

100

o RuLEEal, DCT-Il Transformation
80 10-CT:
b Xe=a 3 xcos(=522)
© o= T fir k0, o= (B fir ko0

o

-

Nur 5 Koeffizienten
fur 90% Energie 40 20-DCT (PEG):

|DCT-Koeffizient|
Kumulative Energie (%)

e om0 o )

Eigenschaften

* Ontranormale Basi - Eneriekonpaktinng - FSLOCT O og
+Reellwertig + Separabel (20 = 10 x 10) + Basis ur JPEG

10 15 2
Koeffizientenindex (sortiert)

B M e Weeind Rt 20 20 S



2D-DCT fiir Bildkompression

JPEG: 8x8 Blocke
Bild wird in 8x8 Pixel-Blocke zerlegt
Ablauf pro Block:

1.
2.
3.

4.
5.

Verschiebung: [0, 255] — [—128,127]
2D-DCT anwenden
Quantisierung mit Matrix Q:
Xgq = round(X/Q)
Zig-Zag-Scan fiir 1D-Folge

Entropiekodierung

Energiekompaktierung
Meiste Energie in oberen linken Koeffizienten (niedrige Frequenzen)

JPEG nutzt 8x8 Block-DCT mit anschlieBender Quantisierung
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2D-DCT: Quantisierungsmatrix

Quantisierungsmatrix
Beispiel (Luminanz, Qualitat 50):

Hohere Werte — mehr Kompression
Qualitdt vs. DateigréBe

® Qualitat 100: kaum Verlust, groBe Datei
® Qualitat 75: guter Kompromiss

® Qualitadt 25: sichtbare Artefakte

JPEG nutzt 8x8 Block-DCT mit anschlieBender Quantisierung

16
12
14
14

11
12
13
17

10
14
16
22

16
19
24
29

Lineare Algebra Woche 4

November 24, 2025

84/1



JPEG-Kompression: Blockweise DCT-Transformation

JPEG-Kompression mit DCT - 8x8 Block Demo
Original Block
(8x8 Pixel)

DCT Koeffizienten
(log Skala)

Rekonstruiert

Fehler
(KRrERraEsIoy 0L (RMSE=1.1)
5 §
d Zigzag-Scan
-
oo
o
oc
] ® Lo
Quantisiert Q=5 Rekonstruiert Fehler
64 K (AmATEFELo903, 7:1 (RMSE=2.0)
ol |
Quantisierungsmatrix
Quantisiert Rekonstruiert Fehler
6 f (OmATRREIONOIH; 011 (RMSE=7.5)
B JPEG Pipeline
1.8x8 Blocke
] g
2.0cr
.
3. Quantisierung
.
4. Zigzag-Scan
L
5 Enropie
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PSNR (dB)
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DCT: Beispiel und Eigenschaften

1D-Beispiel
Signal: x = [4,3,5,10,5,3,2,1]
DCT-Koeffizienten:
X =[13.4,-3.2,2.3,—-5.7,0.3,-0.1,0.8, —0.5]
Beobachtung:
® DC-Komponente (Mittelwert) dominiert
® Hohere Frequenzen klein

® Erste 3-4 Koeffizienten genligen oft

DCT konzentriert die Signalenergie in wenigen Koeffizienten
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DCT: Mathematische Eigenschaften

Kompression durch Nullsetzen
Behalte nur groBte k Koeffizienten:

® k = 8: perfekte Rekonstruktion

® k =4: ~ 90% der Energie

® k = 2: grobe Approximation
Mathematische Eigenschaften

® Orthogonale Transformation

® Energieerhaltend

® Dekorrelation benachbarter Pixel

® Fast-DCT: O(N log N)

DCT & riert die Signal gie in i Koeffizienten

Lineare Algebra Woche 4

November 24, 2025

88/1



Zusammenfassung

Orthogonalitat

® Skalarprodukte definieren Geometrie

® Orthonormalbasen vereinfachen Berechnungen
Gram-Schmidt und QR

® Systematische Orthogonalisierung

® QR-Zerlegung: A= QR

® Numerisch stabile Algorithmen wichtig

Orthogonalitdt ist ein zentrales Konzept mit vielfaltigen Anwendungen
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Zusammenfassung: Orthogonale Matrizen & DCT

Orthogonale Matrizen
® Langen- und winkelerhaltend
® Householder und Givens fur QR
® Effizientes Lésen von Gleichungssystemen
DCT und Anwendungen
® Orthogonale Transformation mit Cosinus-Basis
® Energiekompaktierung fiir Kompression

® Basis von JPEG und vielen anderen Standards

Von Gram-Schmidt bis JPEG: Orthogonalitét in Theorie und Praxis
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 1: Gram-Schmidt
Orthogonalisieren Sie:

1 1 0
ai=|(0]),a2=1(1),a3={(1
1 0 2
Aufgabe 2: QR-Zerlegung
Bestimmen Sie Q und R fiir:
1 1
A=1[1 0
0 1

Uben Sie die verschiedenen Orthogonalisierungsverfahren und ihre Anwendungen
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Ubungsaufgaben: Orthogonale Matrizen & DCT

Aufgabe 3: Orthogonale Matrix
Zeigen Sie, dass fiir Q orthogonal gilt:
l@x = Qyll = llx =yl

Aufgabe 4: DCT
Berechnen Sie die 4-Punkt DCT von:
X = [87 4’ 27 2]

Welche Koeffizienten kénnen fiir Kompression weggelassen werden?

Diese Aufgaben vertiefen das Versténdnis fiir orthogonale Transformationen
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