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Lernziele

Am Ende dieser Lektion koennen Sie:
1. Den Funktionsbegriff praezise definieren und verschiedene Darstellungsformen unterscheiden.
2. Die wichtigsten elementaren Funktionen (Polynome, Exponential-, Logarithmus-, trigonometrische Funktionen)
und ihre Eigenschaften beschreiben.
Funktionseigenschaften wie Nullstellen, Stetigkeit, Monotonie und Grenzwerte analysieren.
Operationen auf Funktionen (Addition, Multiplikation, Verkettung) durchfuehren.
Die Begriffe Injektivitaet, Surjektivitaet und Bijektivitaet erklaeren und auf Beispiele anwenden.
. Funktionen in Anwendungskontexten (Wachstum, Optimierung, Schwingungen) einsetzen.

oo rw

Diese Lernziele bilden die Grundlage fuer alle weiteren Kapitel der Analysis.



Der Funktionsbegriff

Definition
Eine Funktion f: D — W ist eine Vorschrift, die jedem Element x € D genau ein Element y = f(x) € W zuordnet.

Begriffe:
® D = Definitionsbereich (Menge der zul3ssigen x) D w
® W = Wertebereich (Zielmenge)
® (D) = {f(x) | x € D} = Bildmenge
L]

x = Argument, f(x) = Funktionswert "

f:D—->W

Entscheidend: Jedes x € D hat genau einen Funktionswert — nicht keinen, nicht mehrere.

Die Eindeutigkeit der Zuordnung ist das zentrale Merkmal einer Funktion.



Darstellungsformen einer Funktion: f(x) = x?

Analytisch Tabellarisch Grafisch

5 — flx)=x*
® Tabellenwerte

fiR->R -2 4 4
-1 1
3
0 0 é
Definitionsbereich: 1 1 2




Gegeben: f(x) = x?

Beobachtung: f(—x) = f(x) — die Funktion x? ist gerade (symmetrisch zur y-Achse).

Der Differenzenquotient ist die Vorstufe zur Ableitung (Lektion 2).
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Definitionsbereich und Wertebereich

Frage: Fuer welche x ist f(x) definiert? Welche Werte werden angenommen?

Funktion Definitionsbereich D Wertebereich (D)
f(x) = x? R [0, o0)

f(x) = Vx [0, 0) [0, 00)

)=~ R\ {0} R\ {0}

)= —5  RB\{2} R\ {0}

f(x) = In(x) (0, 00) R

f(x)=v4—x2 [-2,2] [0,2]

Regeln fuer den maximalen Definitionsbereich:

® Nenner #0  (Division durch Null ausgeschlossen)
® Radikand > 0  (bei geraden Wurzeln)
® Argument >0 (bei Logarithmus)



Praxisbeispiel: Kostenfunktion

Kostenfunktion eines Unternehmens

C(x) = 500 + 3x + 0,01 x°

wobei x = produzierte Stueckzahl und C(x) = Gesamtkosten in CHF.

Bestandteile:

® 500 = Fixkosten (unabhaengig von x)
® 3x = variable Kosten (linear)
® 0,01 x? = ueberproportionale Kosten

Berechnungen:

C(0) =500 CHF (Fixkosten)
C(100) = 500 + 300 + 100 = 900 CHF
C(200) = 500 + 600 + 400 = 1500 CHF

- C 500
Stueckkosten: C(x) = & =
X

2 $340,01x
X

2,000

1,500

1,000

C(x) (CHF)

500

0 50 100 150 200

x (Stueck)

Kostenfunktionen sind ein zentrales Anwendungsgebiet der Analysis in den Wirtschaftswissenschaften.



Polynomfunktionen

Definition

Ein Polynom vom Grad n hat die Form: p(x) = anx" + ap_1x"" ' 4. 4+ aix+ap, an #0

Lineare Funktion (n=1): f(x) = mx+ b

® m = Steigung, b = y-Achsenabschnitt
® Beispiel: f(x) =2x—1

Quadratische Funktion (n = 2): f(x) = ax?> + bx + ¢

® Parabel, offen nach oben (a > 0) oder unten (a < 0)
® Scheitelpunkt: x5 = —2—ba
® Beispiel: f(x) = x? — 4x + 3, Scheitel bei (2, —1)

Kubische Funktion (n = 3): z.B. f(x) = %x3 —2x% +2x + 1 - bis zu 2 Wendestellen.

Polynome sind auf ganz R definiert, stetig und beliebig oft differenzierbar.



Nullstellen von Polynomen

Nullstelle: xo mit p(xp) = 0. Ein Polynom vom Grad n hat hoechstens n reelle Nullstellen.

Quadratische Gleichung (n = 2) | Beispiel
ax®? +bx+c=0 f(x) =x%>—4x+3
7—b:|:\/b2—4ac A=16—-12=4>0
a 2a 4+2
Mp =
Diskriminante: A = b2 — 4ac

. x1=3, xx=1
® A > 0: zwei reelle Nullstellen

® A = 0: eine doppelte Nullstelle

Faktorisierung:
® A < 0: keine reelle Nullstelle

f(x)=(x—1)(x—3)

Hoehere Grade: Polynomdivision, Substitution, oder numerische Verfahren.



Beispiel: f(x) = L

x—1 4 .‘ R
« D=E\{1} \
° i x = = |
F.’olstelle bei x =1 (Nenner = 0) : \\_L
® lim, 1+ f(x) = +oo —_—
® lim,_,,- f(x) = —o0 N
® Horizontale Asymptote: y =0 \
21 I!
Weiteres Beispiel: g(x) = 1 =x — 1 fuer x # —1
X
= Hier ist x = —1 eine hebbare Luecke, keine Polstelle.

Polstellen entstehen dort, wo der Nenner Null wird und der Zaehler nicht ebenfalls Null ist.
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Potenz- und Wurzelfunktionen

Potenzfunktionen: f(x) =x", n€Z

® n > 0: Polynomfunktion

® n<0: f(x)=x"I"= Xlln\' D =R\ {0}

® n gerade: f(—x) = f(x) (gerade Funktion)

® n ungerade: f(—x) = —f(x) (ungerade Funktion)

Wourzelfunktionen: f(x) = x1/n = Ix

® ngerade: D =[0,00)
® nungerade: D =R

Allgemein: f(x)=x", reQ
xP/9 = Yxp = (\%’()P

V/x und x? sind zueinander invers auf [0, c0) —
Spiegelung an y = x.



Eigenschaften von e*:

* D=R, f(E)=(0,5) =1 .
® Streng monoton steigend o /
e 0=1 el=ex2,718
® limyy—oo € =0 (Asymptote y = 0) /
o Iimx_>+oo e* = +oo
® Stets ¥ >0 (nie Null!) <
— X

Rechenregeln:

Ty = ¥ . g¥ a > 1: Wachstum. 0 < a < 1: Zerfall.
aX
x—y — 2
a g
(@) =

Die Eulersche Zahl e ist die einzige Basis, bei der die Ableitung gleich der Funktion selbst ist: (ex)/ =e~.
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Logarithmusfunktionen

Definition

log,(x) =y <= a =x. Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

Natuerlicher Logarithmus: In(x) = log.(x)
® D=(0,00), f(RT)=R
In(1) =0, In(e)=1
Streng monoton steigend
lim,_,o+ In(x) = —o0
limx—s 400 In(x) = +o00  (aber langsam!)

Rechenregeln:

In(xy) = In(x) + In(y)

In (;) =1In(x) — In(y)

In(x") = r-In(x)

In(x)
In(a)
Merke: In(e¥) = x und ¢"(*) = x — diese Identitaeten sind fundamental.

In(x) und e* sind zueinander invers: Spiegelung an y = x.

Basiswechsel: log,(x) =



in o

cos

Einheitskreis:
sinffa+cos2a =1

Sinus: Cosinus: Tangens:
® Periode 27 ® Periode 27 ® tan(x) = sin(x).
® sin(0) =0, sin(3) =1 ® cos(0) =1, cos(5) =0 e Periode ,n,cos(x)

® Ungerade: sin(—x) = —sin(x) ® Gerade: cos(—x) = cos(x) © D=R\{Z +kr}
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Umkehrfunktionen

Definition
Sei f: D — W bijektiv. Dann existiert die Umkehrfunktion f=1: W — D mit:

FHF(x))=x und f(F(y)) =y

Funktion f Umkehrfunktion f~!  Einschraenkung

f(x) =e* f~1(x) = In(x) f: R — (0,00)

f(x) = x? f~1(x) = v/x f: [0,00) — [0, 00)
f(x) = x3 f~1x) = Ix f:R—-R

f(x) = sin(x) f~1(x) = arcsin(x) fi[-3, 51— [-1,1]
f(x) =2x+3 ffl(x):X;3 f:R—=R

Grafisch: Der Graph von f ! ist die Spiegelung des Graphen von f an der Geraden y = x.
Achtung: 1 ist nicht x )‘ Es gilt f~1 #£ f(=1),

Eine Umkehrfunktion existiert genau dann, wenn f bijektiv (= injektiv + surjektiv) ist.



Nullstellen

Definition

xo ist eine Nullstelle von f, wenn f(xp) = 0.

Berechnung fuer verschiedene Typen:

e Linear: mx+b=0 = x=—2

Quadratisch: p-g-Formel oder ;lyyc—FormeI
Exponentiell: X = 0 hat keine Loesung!
Logarithmisch: In(x) =0 = x=1
Trigonometrisch: sin(x) =0 = x = k7

Beispiel: f(x) = x3 — 4x
x3—4x=0
x(x>—4)=0
x(x—=2)(x+2)=0

x1=0, x0 =2, x3=-2

Grafisch: Nullstellen = Schnittpunkte des Graphen mit
der x-Achse.



Polstellen und Grenzwerte

Polstelle Grenzwerte
Xp ist eine Polstelle von f, wenn An einer Stelle: |lim f(x) =L
X—ra
lim [£(x)] = oo Fuer jedes € > 0 existiert 6 > 0, sodass:
x—X0 - [x—al<éd = |f(x)—Ll<e
Beispiel: f(x) = ﬁ Im Unendlichen:
® Polstelle bei x =2 .
. lim —=0
® lim,_ o+ f(x) = 400 x—400 x
e lim,_,,— f(x) = +oo 3x2+1
im ——— =3
x—=4o00 x2 — 5
lim e =0
X—+00
Grenzwertregel fuer rationale Funktionen: Bei % mit deg(p) = n, deg(q) =m: n<m=0, n=m= =,

n>m= +oo.

Grenzwerte sind die Grundlage fuer Stetigkeit und Differenzierbarkeit.



Stetigkeit

Definition

f ist stetig in xp, wenn: lim f(x) = f(x0)
X—>X0

Drei Bedingungen muessen gleichzeitig gelten:
1. f(xp) ist definiert.
2. limx—x, F(x) existiert.
3. limy—x F(x) = f(x0).

Stetige Funktionen: Unstetige Funktionen — Beispiele:
® Alle Polynome 1 falls x>0
® &%, In(x) (auf D), sin(x), cos(x) f(x) = {0 falls x Z 0
® Summen, Produkte, Verkettungen stetiger
Funktionen = Sprungstelle bei x = 0:
® Gebrochenrationale Funktionen (auf D) lim,_,o- f(x) =0%#1=lim g+ f(x)

g(x) = %: stetig auf D = R\ {0}, aber unstetig
fortsetzbar an x = 0.

Intuition: Eine stetige Funktion kann man zeichnen, ohne den Stift abzusetzen.



Streng monoton steigend

) < )

<

Beispiele:

® ¢*: streng monoton steigend auf R

® In(x): streng monoton steigend auf (0, c0)
® x2: fallend auf (—oo, 0], steigend auf [0, o)
® Konstante Funktion: monoton (aber nicht streng)

Streng monoton fallend
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Extremstellen und Wendestellen

Extremstellen

® Lokales Maximum in xo: f(x) < f(xg) fuer alle x
nahe xp

® Lokales Minimum in xo: f(x) > f(xo) fuer alle x
nahe xp
® Globales Maximum/Minimum: auf ganz D

Beispiel: f(x) = x3 — 3x
® Lokales Maximum bei x = —1: f(—1) =2
® Lokales Minimum bei x =1: f(1) = -2
® Kein globales Extremum (unbeschraenkt)

Wendestelle

Punkt, an dem die Kruemmung wechselt (von Links- zu Rechtskruemmung oder umgekehrt).
f(x) = x> — 3x: Wendestelle bei x = 0.




Asymptoten

Typen von Asymptoten

® Horizontale Asymptote: limy_+o f(x) = ¢ = Asymptote y = ¢
® Vertikale Asymptote: limy_, [f(x)| = oo = Asymptote x = xg
® Schraege Asymptote: limy_,+[f(x) — (mx + b)] =0 = Asymptote y = mx + b

2x +1
x—1

Beispiel: f(x) =

® Vertikale Asymptote: x =1 S
® Polynomdivision: f(x) =2+ Xil

® Horizontale Asymptote: y =2 oo

2 P O
1 '
Beispiel: g(x) = xrl_ x + % \T\ ;
x -

® \ertikale Asymptote: x =0
® Schraege Asymptote: y = x



Zusammenfassung: Funktionseigenschaften

Lok. Maximum

Funktionseigenschaften auf einen Blick

I
fallend (f < 0) A Lokales Maximum
steigend (f > 0) V  Lokales Minimum
—_— ) =x3-3x+1 @ Wendepunkt

41 (-1, 3
A Wendepunkt
(0, 1)
24 /
. 2
= \
=
0 @ o,
_2<
Nullstelfen Lok Minimym
Nullsfelle Nullstelle € -1 Nullstelle
x= 41.88 x=0.35 .
_4<
-2 -1 0 2




Seien f,g: D — R zwei Funktionen.

Definitionsbereich: Drr, = Dr N Dy, Dfsp = Df N Dg \ {x: g(x) = 0}
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Verkettung (Komposition) von Funktionen

Definition
(fog)(x) =f(g(x)) — zuerst g, dann f anwenden.

Beispiel 1: f(x) = x2, g(x) =x+1

(Fog)(x) = F(g(x)) = Flx +1) = (x + 1) —*» £t “g(x”

(g0 F)(x) = g(f(x) = g(x*) = x* + 1

= fog # gof im Allgemeinen! L T
Beispiel 2: f(x) = €%, g(x) = 2x fog

(fog)(x) =™

(g 0 F)(x) = 2¢ Definitionsbereich:

Dfog = {x € Dy : g(x) € Dr}

Beispiel: f(x) = In(x), g(x) = 1 — x?
Dfog = {x:1—x2>0}=(-1,1)

Die Verkettung ist zentral fuer die Kettenregel der Differentialrechnung (Lektion 2).



Grafische Wirkung von Operationen
Operationen auf Funktionen
(f+ g)(x) = x2 + sin(x)

(f-g)(x) = x? - sin(x) (fo g)(x) =sin? (x)

10 10.0 15
— fl)=x* — fl)=x? g(x) =sin(x)
8 g(x) =sin(x) 7.5 g(x) =sin(x) 1.0 — (fog)(x) =sin?(x)
—_— (f+g)x) — (f-9)x) :
5.0
6 55 0.5
> 4 > 0.0 > 0.0
s \/
2 -0.5
-5.0
0 -1.0
=75
=2 -10.0 -15
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 =2 -1 0 1 2 3 -3 =2 -1 0 1 2
X X X
Verschiebung: Spiegelung:
® f(x)+ c: um c nach oben ® —f(x): Spiegelung an der x-Achse
® f(x —¢): um c nach rechts ® f(—x): Spiegelung an der y-Achse
Streckung/Stauchung;: Betrag:
® ¢ f(x): vertikal mit Faktor ¢ ® |f(x)|: negative Teile nach oben klappen

® f(c-x): horizontal mit Faktor %

Wanbkratac Raicniol: Ave £10) — 2 wivd Auvch o) — 90 2)2 | 1.



Injektivitaet, Surjektivitaet, Bijektivitaet

Injektiv (eineindeutig)

f(a) = f(x)
= X1 = X2

Verschiedene Argumente haben
verschiedene Funktionswerte.

Test: Jede horizontale Linie schneidet
den Graphen hoechstens einmal.

Injektiv

Surjektiv (auf)
VyeW3dxeD:
fx) =y

Jedes Element der Zielmenge wird
getroffen.

Test: Jede horizontale Linie (in W)
schneidet den Graphen mindestens
einmal.

Injektivitaet und Bijektivitaet

Nicht injektiv

Bijektiv

Injektiv und surjektiv.

Jedes y € W hat genau ein Urbild.

Test: Jede horizontale Linie schneidet
den Graphen genau einmal.

Bijektiv

— fx)=x?
—— y=4

— ) =x3




Beispiele: Injektiv, Surjektiv, Bijektiv

Funktion D—W Inj. Surj. Bij.

f(x) = x? R—=R Nein  Nein  Nein
f(—2) = f(2) = 4, y = —1 nicht erreicht

f(x) = x? [0, 00) — [0, 0) Ja Ja Ja
Einschraenkung macht bijektiv!

f(x) = e~ R—R Ja Nein  Nein
streng monoton, aber y < 0 nie erreicht

f(x) = e~ R — (0,00) Ja Ja Ja

f(x) =x3 R—R Ja Ja Ja

f(x) =sin(x) R —[-1,1] Nein Ja Nein
periodisch, nicht injektiv

f(x) =sin(x) [-3,5]1—=[-L1] Ja Ja Ja

Schlussfolgerung: Durch geeignete Einschraenkung von D und W kann man viele Funktionen bijektiv machen —
Voraussetzung fuer die Existenz einer Umkehrfunktion.

Bijektivitaet ist die notwendige und hinreichende Bedingung fuer die Existenz von L



Exponentielles Wachstum und Zerfall

Allgemeines Modell

K(t) = Ko - e

Ko = Anfangswert, r = Wachstumsrate (r > 0: Wachstum, r < 0: Zerfall), t = Zeit.

Zinseszins:

® Kapital Ko = 10000 CHF, Zinssatz r = 0,05

® K(t) = 10000 - %05t

® Nach 10 Jahren: K(10) = 10000 - €%5 ~ 16 487
CHF

® Verdopplungszeit:

T _ _ In2 _ 0,693
el =2 = T= T = 0.05

Halbwertszeit (Zerfall, r < 0):

In2

)

Beispiel: Radioaktiver Zerfall mit r = —0,1:

= 069 g6 ,03 Zeiteinheiten

U
Exponentlelleé Wachstum ist das wichtigste Modell in der Finanzmathematik.




Gewinnmaximierung

Gegeben:

® Preis-Absatz-Funktion: p(x) = 100 — 0,5x
® Kostenfunktion: C(x) = 500 + 20x + 0,1x?

Erloesfunktion:
E(x) = x - p(x) = 100x — 0,5x>

Gewinnfunktion:

G(x) = E(x) — C(x)
100x — 0,5x% — 500 — 20x — 0,1x>
= —0,6x° + 80x — 500

Maximum: (Scheitel der Parabel)

x* = __ 8 = 80 = 66,7 Stueck
2.-(-06) 1.2

G(x*) =~ —0,6(66,7)2 + 80(66,7) — 500 ~ 2 166,7 CHF

Gewinnmaximierung = Kernproblem der Betriebswirtschaft, geloest durch Analysis (Lektion 2).



Technische Anwendung: Schwingungen

Harmonische Schwingung

y(t) = A-sin(wt + @)

A = Amplitude, w = Kreisfrequenz, ¢ = Phasenverschiebung, T = %’T = Periode.

Beispiel: Federpendel

® A=3cm, w= 27 (1 Schwingung/s)
y(t) = 3sin(2nt)
Periode: T =15

Frequenz: f = % =1Hz

Ueberlagerung:
y(t) = Arsin(wit) + Az sin(wat)

erzeugt Schwebung bei aehnlichen Frequenzen.

Anwendungen: Wechselstrom, Akustik, Seismologie, Signalverarbeitung.



Zusammenfassung: Lektion 1 — Funktionen

Erreichte Lernziele

1. v Funktionsbegriff: Definition als eindeutige Zuordnung f: D — W, Darstellungsformen (analytisch, tabellarisch,
grafisch).

2. v Elementare Funktionen: Polynome, Exponential-, Logarithmus-, trigonometrische, gebrochenrationale

Funktionen und ihre Eigenschaften.

v Funktionseigenschaften: Nullstellen, Polstellen, Grenzwerte, Stetigkeit, Monotonie, Extrema, Asymptoten.

v Operationen: Addition, Multiplikation, Verkettung f o g und deren grafische Auswirkungen.

v Injektivitaet, Surjektivitaet, Bijektivitaet: Definitionen, Horizontallinientest, Zusammenhang mit

Umkehrfunktionen.

6. v Anwendungen: Exponentielles Wachstum/Zerfall, Gewinnmaximierung, Schwingungen.

CIECEC

Naechste Lektion: L02 — Differentialrechnung
Ableitungsbegriff ® Ableitungsregeln e Kurvendiskussion @ Optimierung

Funktionen sind das Fundament der gesamten Analysis — sie werden uns durch alle Lektionen begleiten.



	Grundbegriffe
	Elementare Funktionen
	Funktionseigenschaften
	Operationen auf Funktionen
	Injektivitaet, Surjektivitaet, Bijektivitaet
	Anwendungen

